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Установлены детерминантные формулы для числителей и знаменателей совместных аппроксимаций Паде 
( ), 1,2, ,j z j r= …π  совершенной системы функций 1{ ( )}rj jf z = . Доказан аналог теоремы Паде и найден явный вид остат-
ков при приближении ( )jf z  рациональной функцией ( )j zπ . Полученные теоремы дополняют и обобщают известные 
результаты Эрмита, Паде, К. Малера, Е.М. Никишина, А.И. Аптекарева и других авторов. 
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Determinant formulas for numerators and denominators of joint approximations of Pade ( ), 1,2, ,j z j r= …π  of perfect system 
of functions 1{ ( )}
r
j jf z =   are established. The analogue of the Pade theorem is proved and the obvious kind of the remainders is 
found at the approach ( )jf z  by the rational function ( )j zπ . The received theorems supplement and generalise the known re-
sults of Ermite, Pade, K. Mahler, E.M. Nikishin, A.I. Aptekarev and other authors. 
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Введение  
В данной работе получены детерминальные 
представления числителей и знаменателей со-
вместных аппроксимаций Паде для совершенной 
системы функций. 
 
1 Основные определения 
Пусть r – натуральное число, 1 2( , ,..., )rf f f f=  
– набор формальных степенных рядов 
0
( ) ,j kj k
k
f z f z
∞
=
=∑  1,2, , ,j r= … ,        (1.1) 
с комплексными коэффициентами. Зафиксируем 
произвольные целочисленные неотрицательные 
числа 1 2, , , rn m m m…  и обозначим 
1
,
r
i
i
m m
=
= ∑  
.i in m n m= + −  Будем считать, что система функ-
ций 1{ ( )}
r
j jf z =  является совершенной (определе-
ние в [1, c. 150]). Тогда существуют такие много-
члены ,mQ ,i
i
nP  что deg ,mQ m≤  deg iin iP n≤  и для 
1, 2, ,i r= …  
1
, ( ) ( ) ( ) ( )
i i n m
m n m i n ii
R z Q z f z P z c z + += − = +" .  (1.2) 
При этом однозначно определяются  дроби 
( )
( ) ,
( )
i
ni
i
m
P z
z
Q z
=π  1,2, ,i r= … , 
которые называют совместными аппроксима-
циями Паде к набору степенных рядов (1.1). 
Для одной функции ( 1)r =  аппроксимации 
1( )zπ  были введены Паде [2],  который получил 
также и явные выражения числителя и знамена-
теля 1( )zπ  в детерминантной форме. Случай 
1r >  для произвольных наборов (1.1) впервые 
рассмотрен К. Малером [3]. В работах [3]–[5] 
приведен ряд примеров совершенных систем и 
изучены их основные свойства. Однако, явный 
вид числителя и знаменателя Паде функции ze  и, 
более того, явный вид совместных аппроксима-
ций Паде ( )j zπ  к набору экспонент 1{ }jz rje =  фак-
тически был известен еще Ш. Эрмиту (без фор-
мального определения Ш. Эрмит доказал и со-
вершенность системы экспонент rj
jze 1}{ = ), кото-
рый виртуозно использовал свойства ( )i zπ  для 
доказательства трансцендентности числа e  [6]. 
Представление Ш. Эрмита имеют интегральную 
форму: 
1
10
( ) [ ( ) ]
( )!
n m r
mn zxk
m
k
zQ z x x k e dx
n m
∞+ +
−
=
= −+ ∏∫ , 
1
1
( ) [ ( ) ]
( )!
iz n m r
mi n zxk
ni
ki
e zP z x x k e dx
n m
∞+ +
−
=
= −+ ∏∫ , 
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,
10
( ) [ ( ) ]
( )!
iiz n m r
mi n zxk
m n
k
e zR z x x k e dx
n m
+ +
−
=
= −+ ∏∫ . 
Они послужили отправной точкой для многих 
исследований [3]–[11], в том числе для решения 
Линдеменом в 1882 году задачи о «квадратуре 
круга» [6].  
Полученные в работе результаты в случае 
1r =  совпадают с известными утверждениями 
Паде [12, c. 16–17]. 
 
2 Основные результаты 
Введем в рассмотрение некоторые матрицы 
и определители, элементами которых служат  
коэффициенты степенных рядов (1.1). Для этого 
рассмотрим матрицы-строки 
1 2 1( ),k k k k
r r r r
m n-m n m n m m+ − + + − +=F f f f"  1,2, , ,rr m= …  
1( ) ( ),m mz −=E z z z 1"  
1
1
0 0 0
( ) ,
k k k
k
n m n m n m m
m k m i k m i k i
i i i
i i i
z
− − + + −
+ + −
= = =
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ ∑E f z f z f z"  
и матрицы порядка km m×  
1 ,k k k k
Tk k k k
m m m m+ +⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F F"  1, 2, , ,k r= …  
где через TC  обозначается транспонированная к 
C  матрица. 
Теорема 2.1. Пусть система функций 
1{ ( )}
r
j jf z =  (1.1) является совершенной. Тогда для 
любого набора неотрицательных целых чисел 
1 2, , , rn m m m…  и i in m n m= + − , 
1
r
i
i
m m
=
= ∑  суще-
ствуют совместные аппроксимации Паде  
( ) ( ) / ( )
i
i
i n mz P z Q z=π , 1, 2, , ,i r= …  
а их числители и знаменатель определяются 
равенствами 
1 2( ) det ( ) ,k
i
Tmi r
nP z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"         (2.1) 
1 2( ) det ( ) .
Tr
mQ z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"  
Введем в рассмотрение определители по-
рядка 1m +  
1 2det ,
k k
Tr k
n,m,i m m id + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F F…   
1,2, ,k r= … , 
где матрица-строка  ( )1k kk k k km m i n i n i n m iF + + + + + + += f f f"  
и определители n,md  m -го порядка, полученные 
из определителя n,m,id  вычеркиванием ( 1)m + -го 
столбца и ( 1)m + -ой строки. 
Теорема 2.2. Для многочленов, определен-
ных равенствами (2.1), справедливы равенства 
,
, ,
1
( ) ( ) ( ) ( )
.
k
k k
m n m k n
n m i
n m i
i
R z Q z f z P z
d z
∞ + +
=
= ⋅ − =
= ⋅∑       (2.2) 
Замечание 2.1. Из определения совместных 
аппроксимаций Паде и того, что ( )mQ z  и 
( ),
k
k
nP z  определенные равенствами (2.1), явля-
ются, соответственно, многочленами степени 
не выше m  и kn , вытекает, что теорема 2.1 
является следствием теоремы 2.2.  
Замечание 2.2. При 1r =  теорема 2.2 дока-
зана Паде [12, теорема 1.1.1]). 
Замечание 2.3. В определении совместных 
аппроксимаций Паде ( )i zπ , 1,2, ,i r= …  много-
члены, стоящие в числителе  и знаменателе 
можно брать с точностью до числового мно-
жителя, но их отношение задает единственный 
набор 1( ){ }ri iz =π  совместных аппроксимаций 
Паде. В дальнейшем полагаем, что числители и 
знаменатель дробей ( ),i zπ  1,2, ,i r= …  задают-
ся равенствами (2.1). 
Следуя Паде, будем искать многочлены 
( )mQ z и ( )k
k
nP z  исходя из равенств (1.2). Пусть  
2
0 1 2( ) kk k
nk k k k k
n nP z a a z a z a z= + + + +" ,  
1,2, , ;k r= …  
2
0 1 2( )
m
m mQ z b b z b z b z= + + + +" . 
Домножая числитель и знаменатель дроби ( )k zπ  
на числовой множитель,  можно добиться, чтобы, 
например, 0 1b = . Пусть ( )kq  – коэффициенты 
при kz  ряда .q  Для нахождения mQ  рассмотрим 
систему m линейных однородных уравнений от-
носительно m+1 неизвестных коэффициентов 
,kb  0,1, ,k m= … : 
( ) 0,m k jQ f =       (2.3) 
1, 2, , ,k k k kj n n m n= + + +…  1,2, , .k r= …  
Многочлены ( )
k
k
nP z  определим равенствами 
0
( ) ( ) ,
k
k
n
k j
n m k j
j
P z Q f z
=
= ∑  
1,2, , .k r= …  
Перепишем равенства (2.3) в развернутом виде, 
принимая во внимание, что 0 1b = : 
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
2 1 1 2
1 1 1
1 1
1 1
2 1 1 2
1 1
0,
0,
0,
...
0,
0,
r r r
r r r
m n m m n m m n m
m n m m n m m n m
m n m n m n
r r r
m n m r m n m m n m
r r r
m n m m n m m n m
r r
m n m n
f b f b f
f b f b f
f b f b f
f b f b f
f b f b f
f b f
+ − + + − − +
+ − + + − + − +
+ + −
+ − + + − − +
+ − + + − + − +
+ + −
+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ +
"
"
"
"
"
"
"
" 0.rm nb f
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + =⎪⎩
  (2.4) 
Перепишем систему (2.4) в матричном виде: 
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1 1 1
1 1 1
1
1 1 1
1 2
1 1 1
12 3 1
1 1 1
11 1
1 2
2 3 1
1 1
rr r r
rr r r
n m n m n m m m
mn m n m n m m
m mn n n m
r r r
mn m n m n m m
r r r
mn m n m n m m
r r r
n n n m
f f f b
bf f f
bf f f
bf f f
bf f f
f f f
− + − + + −
−− + − + + − +
− ++ + −
− + − + + −
−− + − + + − +
+ + −
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
…
…
…… … … …
…
…… … … …
…
…
… … … …
…
1
1
1
1
1
1
2
1
1
1 2
.
r
r
n m m
n m m
n m
r
n m m
r
n m m
r
n m
f
f
f
f
f
b f
+ − +
+ − +
+
+ − +
+ − +
+
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
…
…
… …
 
 
Главный определитель этой системы совпадает с 
определителем .n,md  Предполагаем, что 0.n,md ≠  
Тогда, решая систему по правилу Крамера, полу-
чим явный вид коэффициентов 1 2, , , mb b b…  и, 
следовательно, знаменателя ( ).mQ z  Пренебрегая 
числовым множителем, результат можно запи-
сать в виде (2.1). Заметим, что если знаменатель 
определяется равенством (2.1), т. е. 
1 2( ) det ( ) ,
Tr
mQ z z⎡ ⎤= ⎣ ⎦F F F E"  
то 0 , .n mb d=  Следовательно, из предположения, 
что 0n,md ≠  следует, что 0 0b ≠ . Отсюда, с уче-
том  теоремы 2.1, вытекает следующее утвер-
ждение. 
Утверждение 2.1. Если для всех наборов 
1 2, , , rm m m…  определитель 0n,md ≠ , то систе-
ма функций (1.1) является совершенной и совме-
стные аппроксимации Паде ( )i zπ , 1,2, ,i r= …  
определяется единственным образом равенст-
вами (2.1). 
Для отыскания явного вида многочлена 
( )
k
k
nP z  поступим следующим образом. Рассмот-
рим выражение: 
0
( ) k im i
i
Q z f z
∞
=
=∑  
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 2 1
1 1 1
2 3 2
1 1 1
1
1 2 1
2 3 2
1
1
0 0 0
.
r r r
r r r
n m n m n m m
n m n m n m m
n n n m
r r r
n m n m n m m
r r r
n m n m n m m
r r r
n n n m
k m i k m i k i
i i i
i i i
f f f
f f f
f f f
f f f
f f f
f f f
f z f z f z
− + − + + − +
− + − + + − +
+ +
− + − + + − +
− + − + + − +
+ +
∞ ∞ ∞+ + −
= = =
=
∑ ∑ ∑
…
…
… … … …
…
… … … …
…
…
… … … …
…
…
 (2.5) 
Обозначим через 
km
Α  блок в определителе 
(2.5) вида: 
1 2 1
2 3 1 2
1 2 1
1 1
,
k r k k
k k k k
k k k k
n m n m n m m n m m
k k k k
n m n m n m m n m m
k k k k
n n n m n m
k k k k
n n n m n m
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
− + − + −
+ + − +
…
…
… … … … …
…
…
 
где 1,2, , .k r= …  Вычитая из последней строки 
определителя (2.5) первую строку блока ,
km
Α  
умноженную на 1,km n mz + − +  вторую строку блока 
,
km
Α  умноженную на 2 ,km n mz + − +  и так  далее 
вплоть до последней строки блока ,
km
Α  умно-
женной на ,m nz +  получим определитель, у кото-
рого ряды в последней строке имеют лакуны 
длины .km  Сохраняя начальные отрезки этих 
рядов, приходим к определителю: 
( )knkP z =  
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 2 1
1 1 1 1
2 3 1 2
1 1 1 1
1 1
1 2 1
2 3 1 2
1 1
r r r r
r r r r
n m n m n m m n m m
n m n m n m m n m m
n n n m n m
r r r r
n m n m n m m n m m
r r r r
n m n m n m m n m m
r r r
n n n m n
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+ + − +
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+ + − +
=
…
…
… … … … …
…
… … … … …
…
…
… … … … …
…
1 1
1 1
0 0 0 0
.
k k k k
r
m
n m n m n n
k i m k m i k i k i
i i i i
i i i i
f z f z f z f z
− − + −
+ + − +
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑…
 
Данный определитель представляет много-
член степени не выше ,kn  и в компактном виде 
представлен первым равенством в (2.1). 
Теперь перейдем непосредственно к доказа-
тельству теоремы 2.2. С учетом последнего ра-
венства и равенства (2.5), преобразовав левую 
часть (2.2), получим 
, ( )
k
n mR z =  
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 2 1
1 1 1 1
2 3 1 2
1 1 1 1
1 1
1 2 1
2 3 1 2
1 1
r r r r
r r r r
n m n m n m m n m m
n m n m n m m n m m
n n n m n m
r r r r
n m n m n m m n m m
r r r r
n m n m n m m n m m
r r r
n n n m n
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
f f f f
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+ + − +
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+ + − +
=
…
…
… … … … …
…
… … … … …
…
…
… … … … …
…
1 1
1 2 1
r
m
k i m k m i k i k i
i i i i
i n i n i n m i n m
f z f z f z f z
∞ ∞ ∞ ∞+ + − +
= + = + = + = + +
=
∑ ∑ ∑ ∑…
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1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 2 1
1 1 1 1
2 3 1 2
1 1 1 1
1 1
1 1 2 1
2 3 1 2
1
r r r r
r r r r
n m n m n m m n m m
n m n m n m m n m m
n n n m n m
n m i
r r r r
i n m n m n m m n m m
r r r r
n m n m n m m n m m
r r
n n
f f f f
f f f f
f f f f
z
f f f f
f f f f
f f
− + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+ + − +
∞ + +
= − + − + + − + − +
− + − + + − + + − +
+
= ∑
…
…
… … … … …
…
… … … … …
…
…
… … … … …
1
1 1
r r
n m n m
k k k k
n i n i n m n m
f f
f f f f
+ − +
+ + + + + +
=
…
…
 
, ,
1
.n m in m i
i
d z
∞ + +
=
= ⋅∑  
При предыдущих преобразованиях восполь-
зовались определением суммы степенного ряда и 
правилом сложения определителей. Теорема 2.2 
доказана. 
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